Math4U - Curso de Formac&o Ficha Formativa n°s

Conceitos Gerais sobre Funcoes

Correndo o risco de repeticao (relativamente ao ja abordado em Fichas anteriores)

seguem-se alguns conceitos e designagoes, talvez com uma “roupagem” diferente:

®» Funcdo real de variavel real (f.r.v.r.) - é qualquer fungdo cujo dominio e

contradominio sejam subconjuntos de IR.

» Dominio de uma f.r.v.r. f (Df) - € 0 conjunto dos valores da variavel
independente, x, para os quais a funcao esta definida, isto &, para os quais f(x)

tem significado. Assim temos: D¢ ={x e R : f (x) e R|

& Qbservacoes
Desta definicdo, sendo o dominio um subconjunto de IR , e pelo que vimos até ao

momento em termos de regras operatdrias neste conjunto, apenas nao é possivel
calcular o valor de uma:

e divisao por 0 (zero)

e raiz de indice par de um nimero negativo
Neste sentido, e em termos praticos, podemos afirmar que, até aqui, teremos apenas as
seguintes restricdes, em dominios de f.r.v.r da forma:

* Restrigdo 1 - f(x) = A(x) = D ={xeR:B(x) = 0]

B(x)

e Restricdo 2 - f(x)=P/A(x) = D; = {x eR:A(x)= O} , quando p é par.

sendo A(x) e B(x) polinémios em x de coeficientes reais.

A fungdo f(x)= 2x% — 3 tem dominio ............ uma vez que ndo ha restricdes no

calculo da imagem de qualquer nimero real.

. ~ 2X . .
% O dominio da fungao g (x) = sera ............ uma vez que teremos de impor a
£ - R L "
o condicao ................. por nao estar definida a divisao por zero, nao podendo x ser
W | substituido por .......
O dominio da fungdo h(x) = Yx-2 serd ... pois teremos de impor a condicdo

.................. por ndo existirem, em IR, raizes de indice par de nimeros negativos.
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®» Contradominio de uma f.r.v.r. f (D 't ) - € o0 conjunto de todas as imagens, isto

é, dos valores da varidvel dependente, y: D'; = {y eR:y=f(x)axe Df}

Ik Ik

®» Grafico de uma f.r.v.r f (Gr(f)) - &€ 0 conjunto de todos os pontos do plano

correspondentes aos pares ordenados (x,f(x)) com X € Dg, isto é:

Gr(f):{(x,y)eRz:y: f(X)/\XEDf}

Ter acesso ao grafico representativo de uma funcdao ajuda a compreender o seu
comportamento e caracteristicas permitindo, muitas vezes, obter informacdes

importantes através de uma analise cuidadosa suportada por uma verificagao analitica.

Consideremos as seguintes fungdes e as representacdes geométricas

correspondentes: f(x):ﬁ e g(x)= 2#2
- X — X —

\
/

ey IR RSP

hetw QPRR. @ mouce,
2/8



Math4U - Curso de Formac&o Ficha Formativa n°s

Este resultado pode ser constatado por observacao dos graficos apresentados
(eixo das abcissas).

Relativamente ao contradominio (conjunto das imagens), apenas por observacao
dos graficos das duas fungdes (eixo das ordenadas) e com base nos valores ai
apresentados, podemos concluir que:

Exemplo

®» Zeros de uma f.r.v.r f

sao os valores da variavel independente, x, para os quais a funcdo é nula, isto &, as
solugBes da equagdo f(x)=0: {xeR: f(x)=0}. S0 importantes na representagdo
grafica de uma funcdo uma vez que nos fornecem os pontos de intersecgdo com o eixo

das abcissas (Ox).
A interseccao com o eixo das ordenadas (Oy) é a imagem de “0”, isto é, obtém-se

calculando f (0) (ndo confundir com os zeros da fungao) e designa-se por ordenada na

origem do grafico da funcao.

= Na figura ao lado podemos ver o grafico representativo

da fungdo h(x)=x’—-x—-2. Se o analisarmos vemos que

a funcao apresenta dois zeros em X=....... e X=....

(x*-x-2=0&X=....vX=....). Notemos, também,

gue o grafico intersecta o eixo das ordenadas em

y=.... (ordenada na origem: h(....)=....... )

Se analisarmos o grafico representativo da fungao )

Exemplo
| |

i(x) =x* - x+2 podemos facilmente constatar que esta .

funcdo ndo tem zeros reais (x* —x+2=0 é impossivel)

e que o seu grafico intersecta o eixo das ordenadas em

Y= (ordenada na origem:i(......)=......).

= Observando as fungdes f e g do exemplo anterior, podemos afirmar que

nenhuma delas tem zeros e as respetivas ordenadas na origem sao ...... e ... .
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»

Paridade de uma funcao f

@ Uma fungéo real f éuma funcéo parse Vx e D¢ setem —xe Ds A f(—x) = f(x)

Exemplo

Exemplo

Em termos geométricos, uma funcdo é par se a sua representacdo geométrica for

simétrica relativamente ao eixo das ordenadas.

Consideremos, por exemplo a fungao f (x) — x2. Atribuindo valores a x podemos

construir uma tabela de imagens, o que nos permite esbogar o seu grafico:

: V4 X

. N\ /- 1
N

-2 -1 1 2

Observe que a curva é simétrica em relacdo ao eixo 0Y. Esta caracteristica das
funcOes pares resulta do facto de, para dois valores simétricos x=a e x = -a,

teremos sempre f (a)= f (-a).

Uma fungdo real f €& uma funcdo jmpar se VxeD; se tem

—x € D¢ A f(—x) =—f (x). Em termos geométricos, uma fungdo é impar se a sua

representacao geométrica for simétrica relativamente a origem.

e Considerando, por exemplo, a representacao geométrica do

3

grafico da funcdo f(x) = X~, verificamos facilmente para dois

valores simétricos do dominio x =a e x = —a, teremos sempre

imagens simétricas: f (-a)=—f(a).
f e g representadas nas imagens ao

e Considere as fungoes

lado. Sendo as respetivas expressdes analiticas f(x)= X*-2 e

g(x)=x>-x né&o serd dificil mostrar que f é uma fungdo par:
f (—x)=(—x)2—2= x> —2=f(x)

e g é uma funcao impar:
g(—x)=(—x)3—(—x)=—x3+x=—(x3—x):—g(x)

— e . Financiado pela RPRPORTO
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®» Monotonia de uma funcdof (conceito introduzido na FT 6)

Consideremos a fungao real f e um conjunto Ac D, cR.
Diz-se que f é monétona:
- crescente em A se e sé se X, >x, = f(x)> f(x,),Vx,x, €A

- decrescente em A se e sé se X, >x, = f (%)< f(x,),Vx,X, €A

ou ainda
- nag.decrescente em 4 se e s6 se x, >X, = f (%)= f(X,),vx, X, € A
- nag.crescente em A4 se e sé se x, >X, = f(x)< f(X,),vx,x, €A

< QObservagoes
* Quando se diz que uma funcao é monodtona sem se mencionar qualquer conjunto,

pretende-se dizer que € mondtona em todo o seu dominio.

» A designacdo de apenas crescente ou decrescente refere-se ao sentido estrito.

Nas figuras (1) e (2) podemos ver, respectivamente, o grafico representativo de
uma funcdo mondtona nao decrescente e de uma fungao (estritamente) crescente,
enquanto que nas figuras (3) e (4) estdao exemplos de, respectivamente, uma

funcdo mondtona ndo crescente e de uma funcao (estritamente) decrescente.

Exemplo

(3) G

®» Extremos de uma funcdo f

Seja f uma fungao real e consideremos um ponto xg € D¢ . Diz-se que f

atinge:
- um minimo, f(Xg), em X, sse f(x,)< f(x),VxeD,;

- um maximo, f(xy), em x, sse f(x )= f(x),vxeD,;

& Qbservacoes

Definimos extremos absolutos de uma funcao f, a definicdo de extremo relativo ou

local é idéntica bastando substituir, nas defini¢des anteriores, D, por ]a,b[ < D; .

(1) Usualmente designadas por crescente ou decrescente em sentido lato, respetivamente, aqui designadas
pela “negativa”.
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Exemplo

»
L=

Nos exemplos ilustrados nas figuras (1) e (2) podemos ver duas fungdes com
extremos absolutos e uma com dois extremos locais cujo grafico representativo

esta na figura (3).

(1) ' 2 : 3

e Miximo —>
Méximo —> Relativo
Absoluto 1

-4 3 z A 1 z 3 1

<€— Minimo

o 3 2 \/ £ 3 L] N Relativo
-4 -3 2 -1 1 2 3 1

Minimo —> s
Absoluto h
] 2 -t

Com base na informagao transmitida pelas imagens, indique os respetivos
DomiNios € CONEradOmMINIOS: ....ccocuiiuiiiiee ettt ettt ereeereennas
A titulo de curiosidade, as expressdoes analiticas destas fungdes sdo,

f(x)=x-1 e fs(x):z(’g_xj

B 2
2x2 +1 '

respetivamente: f,(x)

Funcao Limitada

Uma funcdo f diz-se majorada se o seu contradominio for um conjunto
majorado, isto é: 3, : f(X)<M,VxeD,
Uma funcdo f diz-se minQrada se o seu contradominio for um conjunto
minorado, isto é: 3, : f(x)>m,VxeD,

Uma funcao f diz-se limitada se for, simultaneamente, majorada e minorada,
isto &, se o0 seu contradominio for um conjunto limitado, ou seja:

Jomer :M< F(X)<M,VxeD, ou 3 _. :‘f(X)‘SL,VXE D,

Exemplo

* No exemplo anterior a funcdo representada na figura (1) é limitada uma vez

que apenas toma valores ndo negativos e todas as imagens sdo menores, ou

iguais, a 2. Assim, podemos escrever neste caso: .....< f(x)<....., Vxe D,

* No caso da funcdo representada em (2) podemos afirmar que a funcdo é
......................... . mas ndo é ......................... LOgo a funcgao .......... limitada.
» Relativamente a funcao representada na figura (3), a funcéo ............... limitada

(bastara verificar qual o seu contradominio).
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FUNCOES INJECTIVAS, SOBREJECTIVAS E BIJECTIVAS

Sobrejetividade

Dada uma funcdao f : A— B dizemos que ela é funcdo sobrejectiva quando todo

elemento de B for imagem de pelo menos um elemento do dominio A da fungdo, isto &,

guando o contradominio ou conjunto-imagem de f é igual ao seu conjunto de chegada.

Ndo ha qualquer elemento em B que ndo seja =

N —
imagem de algum elemento de A. =

Exemplo

Sendo f uma f.r.v.r., de um modo mais formal podemos dizer que:

Definicao
f é sqobrejectiva sse todos os elementos do conjunto de chegada, neste caso IR,

sdo imagem de algum ponto do dominio, isto é: D, =R

Graficamente a sobrejetividade pode verificar-se através do “teste da reta horizontal”

- Qualquer reta horizontal intersecta o grafico da funcdo.

Injectividade

Definigcao

f é injectiva sse a objectos diferentes correspondem imagens diferentes, isto é:

X =X, = f(x)# f(x,),Vx,x, €D;.

Graficamente a injetividade pode verificar-se através de outro “teste da reta horizontal”

- Qualqguer reta horizontal que intersecte o grafico da funcdo fa-lo unicamente num

ponto.

0150 Fung&o INJETIVA
Coloque uma seta da “designagao” — . N S—

" \/ N para o grafico correspondente. / x

Funcdo NAO INJETIVA

Exemplo
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Bijectividade

[ Definicao

f é hijectiva se é, simultaneamente, injectiva e sobrejectiva.

Analogamente, a bijetividade pode ser verificada graficamente através do “teste da reta

horizontal” mais completo - Qualquer reta horizontal intersecta sempre o grafico da

funcdo em apenas um ponto.

Exemplo

= Indique quais as funcdes de A em B seguintes que sao injetivas, sobrejetivas

ou bijetivas:
f 8 h
-y w —
. — Ny
L
Ny [ | N
A B A B A B
Injetivas: ..o Sobrejetivas: .....ccocceeviieeiiiiiee, Bijetivas: ..............

» Indique, entre as f.r.v.r cujos graficos estao representados abaixo sdo injetivas,

sobrejetivas ou bijetivas:

N\ A
"J\/ N TN N

Injetivas: ... Sobrejetivas: .....cccceeviiieiiiiec Bijetivas: ..............

= Considere as f.r.v.r. fi(x)=5, fo(x)=5-3x, f3(x)=75-3x* e f;(x)=x-x>

e classifique-as em funcao da injetividade, sobrejetividade e bijetividade.

Injetivas: ..o Sobrejetivas: ..o Bijetivas: ..............
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