Math4U - Curso de Formac&o Ficha Formativa n°9

OPERACOES COM FUNCOES

OPERACOES ALGEBRICAS

Consideremos as fungdes f e g, com dominios, respetivamente, D, e Dg .
Definem-se, entao, as fungoes:

@ Soma.de f e.9, que se representa por f+g, como: (f+g)(x)=f(x)+g(x)
@ Diferenca entre. f e.9, que se representa por f—g, como: (f—g)(x)=f(x)—g(x)
@ Produto de fpor g, que se representa por f.g, como: (f.g)(x)= f(x).g(x)

cujo dominio €, nos trés casos, D =D, D,

@ Quociente entre. f e g, que se representa por f/g, como: (i)(x)z f(x)
g

cujo dominio é D =D, ND,\{xe D, :g(x)=0}

f+g: ................
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COMPOSICAO DE FUNCOES

Definigcao

Consideremos as fungdes f e g, com dominios, respetivamente, D; e D, . A fungdo

composta de f com g, que se representa por fog, é dada por:
(feg)(x)=f[a(x)]

e o seu dominio é D, , = {XeD :g(x)eD }

@ Observacdes
A notacdo f o g é lida como “f apds g” (f depois de g) e, em geral, é diferente de go f

uma vez que (feog)(x)=f[g(x)] enquanto que (gof)(x)=g[ f(x)]
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fog

= Considerando f: A> Be g: B > C,
complete o esquema ao lado:

= Sendo f(x):x2—5e g(x)=2x+3

,—°1 determine o valor de:
: (90 1)(2)=
S eo)e)-
(90 1)(0)=
(fo0)(5)=

®» Como determinar a Expressao analitica de uma Fun¢ao Composta

Até agora, e quando apenas necessitamos de uma imagem pontual, calculamos o valor

de expressdes como ( f < g)(a)em duas etapas consecutivas:

(1) determinamos o valor de g(a)

(2) determinamos o valor de f [g (a)}
No entanto podemos calcular diretamente a imagem, de um qualquer objeto, numa
funcdo composta se conseguirmos determinar a expressao analitica que a define. Para

isso bastarad, para gof, que se substituia a varidvel x, na expressao de g, pela
expressao analitica de f e, para fog, basta substituir a varidvel x, na expressao de
f , pela expressao analitica de g. A partir daqui € manipulagdo algébrica (“contas”) para

se obter uma expressao “mais simplificada”.
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Exemplo

&

Sendo f(x)= x° -5 e g (x) = 2x+3 determine as expressbes analiticas das

seguintes fungdes compostas:

(x)]= f(2x+3)=(2x+3)* ~5=4x2 +12x+ 4
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. (gof)(x):
= (fof)(x)=
= (g°9)(x)=

Observacoes

Sempre que é efetuada a composicao de funcbes, devera ser dada especial atencdo ao

dominio da funcao composta pois, o dominio da expressao “final” podera nao ser o

correto.

Exemplo

@

Considere a fungdo f (x) = al 2 O Dominio desta fungdo é D¢ =....... .
X —_

No entanto se a expressao de f tiver resultado da composicao das fungdes g o h

, isto &, f(x)=(geoh)(x), o seu dominio serd

onde g(x)zi e h(x)=x

o = eeeeeeeneens , que resulta da aplicagdo da definigdo: D,,, :{x eD,:h(x)e Dg}

D, =D

onde é importante reconhecer as condigdes que definem os dominios.

= No caso da funcao h, ndo podemos dividir por zero, logo ndo podemos calcular
a imagem de "2": xeD,=>x-2#0

* No caso da fungao g s6 podemos calcular imagens de objetos ndo nulos (mais
uma vez por nao estar definida a divisao por zero) entdo, sendo neste caso o

objeto em causa “h(x)” temos: h(x)eD, = h(x)¢0<:>x—_2¢0c> x-3#0.

Assim se conclui que XxX#2AX#3!

bservacoes

De uma forma geral, as funcdes com que trabalhamos resultam de operacgdes e

composicao de fungoes elementares.

Note que o exemplo seguinte é apenas um exemplo de “decomposicao”, cujo objetivo é

mostrar que trabalhamos sempre com operagdes sobre funcdes sem que nos

apercebamos, ou pensemos sequer, que o estamos a fazer.
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Exemplo

/ 3
» Consideremos a fungao: p( ) = 2X. 3 X . Podemos pensar em decompo-la no

[3
produto de s(X)=....... e t(x)= X?—x. Logo: p(x)=(st)(x). No entanto,

podemos ainda interpretar a fungao t como a composicao de duas, ro(q onde:
3
X ~
r(x) = s e q(x)=?—x. Podemos pensar em “decompor” esta fungao g na

diferenca de outras duas fungdes g e h, sendo g(x): ...... e h(x): ...... . Neste

caso, poderiamos escrever: p(x):[s.[ro(g —h)ﬂ(x).

= Identifique as expressdes analiticas das fungdes f;, f,, f; e f, sabendo que:

u(x) =&Y :(flofzj(x):fl(x)z ..... f (X) = erre T3 (X) = orre g (X) = eeen

5(x-3) | f,.f,

INVERSAO DE FUNCOES - FUNCAO INVERSA
Se f é uma fungao bijetiva de A em B entdo sabemos que f associa a cada elemento

de A um Unico elemento de B, o que nos permite definir uma nova funcao de dominio

B e contradominio A, que associa a cada elemento de B um uUnico elemento de A. Esta

funcao designa-se por fungao inversa de f e representa-se por 1. Simbolicamente

podemos escrever: fix -y =f(x)onde xe AryeBe fliy >xondeyeBaxeA

Exemplo

[ 29N 2%

Se A={1,2,3,4}, B={3,6,9,12} e

f : A— B é definida por f(x)=23x,

entdo teremos as tabelas ao lado que

definem as fungdoes f e f1,

AIWIN|F|X

AIW|IN|F [ X

Complete-as.

Sera dificil indicar uma expressao para a fungdo F L2 e,
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Podemos formalizar a definigdo de fungdo inversa, recorrendo a composicdo de fungdes:
O Definicao
Consideremos as fungdes f e g, com dominios, respetivamente, D, e D, -
As fungdes f e g sdo inversas uma da outra se e sé se:

flg(x)]=x, vxeD, e g[f(x)]=x, VxeD,
A funcdo g representa-se por f_l, que se lé “jnversa.de . f " e tem-se
D, =D'"_.AD' =D,

< QObservacoes
= E importante reforcar a relacdo direta entre os dominios e contradominios destas

fungdes: Ds = D’f_l e D'y = Df_l . Esta relacdo é utilizada em algumas situacdes

para analiticamente obter o contradominio de uma fungao através da determinacao

do dominio da sua inversa (quando exista).

= Na&o confundir fungao inversa de f: y= f_l(x) com inverso numeérico do valor da

funcdo y = [f (X)T1 1 Nzo esquecer que: f(x) =

f (%) f (%)

®» Como determinar a Expressao analitica de uma Fungao Inversa

Dada afuncao f - A —» B bijetiva, definida pela expressdo analitica y = f (x) , podemos
obter a expressao analitica da sua funcdo inversa do seguinte modo:
v' resolvemos essa relagdao em ordem a x a equagao y = f (x);

v/ na expressao X = f_l(y) trocamos a variadvel x por y e y por x, obtendo a

expressdo analitica da fungdo inversade f: y = f‘l(x).

~

@ bserv S

Devemos lembrar que a “inversa” pretende encontrar o objeto correspondente a uma
imagem dada pelo que inverte as operagoes realizadas pela funcdao ao objeto!
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Exemplo

Considerando a fung&o definida por f (x)=2x -4 verificamos que a fungdo f :

Multiplica cada objeto por 2 e, depois, subtrai 4 a esse resultado. Para inverter
estas operagoes (processo) deveremos adicionar 4: X + 4 e, seguidamente, dividir

o resultado obtido por 2: X—J2r4 Assim: f‘l(x) _ X er 4

Analiticamente, seguindo o processo atras
definido, sendo f (x) = 2x — 4, temos:

y+4

1 2X-4d=yS 2X=y+4 S X =

"X =

y+4 X+4
2 )7

Entdo, tem-se: f(x)=2x-4A f_l(x)

@ Qbservacoes
Os graficos sao simétricos em relagao a bissetriz dos quadrantes impares (x=y). Esta é

uma caracteristica que permite obter o grafico da inversa que uma qualquer funcao f

(bijetiva). Na imagem acima temos a representagao correspondente ao exemplo

anterior.

Exemplo

» Considerando a funcao definida por h(x) = obtemos, analiticamente:

%x—1+2
5

Trocando de varidvel temos: h_l(x) = eaeins

2x —1 . . ;.
»Sendo g(x)= 3 oo dominio é ......, para obtermos o seu contradominio
X +

analiticamente, deveremos determinar o dominio da sua inversa. Assim:
2x -1
X+3
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