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NOGCAO INTUITIVA DE LIMITE E CONTINUIDADE DE UMA FUNCAO

Nocao de Limite de uma Funcao

Todos os conceitos fundamentais do Calculo assentam sobre a nocdo de limite,

nomeadamente as nogdes de "derivada" ou de "integral”, afirmando-se frequentemente

gue o conceito de limite € um, sendo o, mais importante do Calculo.

Exemplo

Consideremos a fungdo quadratica y=x*. A questdo é:

Se x tender para (se aproximar de) 2, de que valor se aproximay (a sua imagem)?

®» Temos que considerar, aqui, ja uma questdo importante relativamente aos
“caminhos” em IR, uma vez que “tender para 2" pode ser feito de duas
formas distintas (ver imagem): “caminhando”
@ da esquerda para a direita (por valores inferiores a 2) ou
@ da direita para a esquerda (por valores superiores a 2)

[l

ponto, isto é, |3 lim f(x) se e s6 se Xlim f(x)= lim_ f(x)

x
-1 0] 1 — OF — ] ] -
Assim, no caso desta funcdo y=x* temos, por exemplo: ,
X—2 1,8 1,9 1,99 1,999 4 /
y—? 3,24 361 | 39601 |3,996001 3 /
X— 2" 2,2 2,1 2,01 2,001
y—? 4,84 4,41 4,0401 | 4,004001 ==

Logo quando x se aproxima a 2, tanto pela direita como pela esquerda, os valores
de y aproximam-se cada vez mais de 4 . Podemos exprimir esta ideia do seguinte
modo:

@ lim x?=4 -Limite lateral a esquerda, isto €, x> 2 mas x<?2
X—2~

@ lim x2=4 -Limite lateral a direita, isto é, x— 2 mas x>2
x—2"

Quando os limites laterais sao iguais diz-se que existe limite nesse ponto e tem-

se: | lim X2 =4
X—2

Observacdo - Se os limites laterais fossem distintos a fungao nao teria limite nesse

X—a —a Xx—at
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Definicao “Intuitiva” de Limite

Dada uma f.r.v.r. f, o limite de f quando x tende paraa (a<R)é o valor para o qual
se aproximam as imagens, por f, dos objetos x quando estes se aproximam do valor
de a.

Consideremos uma fungdo f:A—>R,AcR, e um ponto a (aeR) ndo

necessariamente pertencente a A. Suponhamos que existe um numero leR tal
que f(x) se "aproxima de [, quando fazemos com que X se “aproxime” de a, com
X#a . Quando isto acontece dizemos que { é o limite de f, ema, e escrevemos:

lim f (x)={ ou f(x)—>/(

X—a X—a

@ Qbservacoes
Note que ao considerarmos o limite de f em a, estamos a ver se é possivel saber "para
onde vai" f(x), guando x se “aproxima” de a. Nao estamos interessados no valor de

f(a), nem mesmo em saber se f(a) existe. A fungdo ndo tem que estar definida em a

para ter limite nesse ponto, e mesmo que esteja definida ndo é necessario que seja igual
ao valor do limite, isto é f(a) pode ser diferente de ( , igual a , n&o existir ou ndo

estar definida.

2
- X=X . -
Apesar da fungdo f(x)= ndo estar definida para
X
o
g X= i ,umavez que D, =..... tem-se que:
E SR
X 2 _
: XS =X . x=1) . |
o dim f (x) =lim =lim M:hm (x=1)=...... ,
x—0 x—0 X x—0 /)( x—0
Xx£0 X0 X0 Xx£0
@ Qbservacoes

A ideia/nocao fundamental de limite a esquerda (ou a direita) no ponto a é tomarmos
f(x) tdo préoximo de [ quanto quisermos, bastando para isso escolher x

suficientemente préoximo de a mas com x<a (ou x>a). Formalmente temos:
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Limites Laterais — existéncia de Limite

Se f(x) tende para um numero real { quando x tende para a, por valores

inferiores a a, diz-se que [ é o limite de f a esquerda de a e escreve-se

lim f(x)=".

X—a

Se f(x) tende para um numero real { quando x tende para a, por valores

superiores a a, diz-se que [ é o limite de f a direita de a e escreve-se

lim f(x)=/.

x—a*
Uma funcao tem limite num dado ponto se e sd se os limites laterais nesse

ponto sao iguais.

o - 3X-2<x<3
Para calcularmos o limite da funcgao f(x): , quando X tende para
X-1<x>3
3, teremos que calcular os dois limites laterais lim f(x)= lim .......... = e
X—3~ X—3~
(7]
o . i . .
= lim f(x)= lim ... =....... Podemos concluir que 1im f (X) ...
g x—3" x—3" X—3
& | No entanto, se pretendermos calcular o limite da mesma funcao quando x tende
para 10, uma vez que a expressao analitica € a mesma, independentemente do
caminho (pela esquerda ou pela direita) pelo qual nos aproximamos de 10,
podemos escrever diretamente que lim f(x)= lim (x-1)=9.
x—10 x—10
@ QObservagdes

A nocdo de limite também ¢é utilizada para estudar o comportamento de uma fungao

guando a variavel dependente (x) aumenta ou diminui indefinidamente, isto é

guando x — +oo ou X — —oo. Assim, a definicao de limite é extensivel nestes casos:

= Se f(x) tende para um nimero real [ quando x tende para x — oo, diz-se que

( éolimite de f e escreve-se lim f(x)=/.

X—>to0
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Considere funcgao de

!

f(x)

, cujo grafico se

L
x-1
dominio D, =

encontra representado na imagem ao

lado.
@ Complete a informagao em falta: \ ERmm ERESK
g = lim f(X)=..... :
) X—4 A
o 1
= lim f(x)=——=+w C
Xl e
= lim f(x):iz_oo i
X1 e
= lim f(x):i= ..... lim f(x):i= .....
S X—400 e
No caso da fungdo g(x)= L > ¢ lim g(x)=——=...e lim f(x)=....
X—l) X=17 e x—1"
&

Observacoes

®» Se os limites laterais forem distintos, diremos que o limite da fungdo ndo existe.
Se tivermos limites infinitos diremos que o limite é infinito. No entanto, por ndo ser

finito, este limite, na realidade, nao existe.

®» Quando X—>+0© OuU X—>—m, O
“valor” do limite é calculado por

Operacgoes na reta acabada (@ =RU {—oo,+oo})

substituicdo direta atendendo as
propriedades operatdrias ilustradas _|_OO)+ +00) = +o0
na imagem ao lado. Quando estas a+oo =400
operagdes geram indeterminagoes —oo)+ —o0 ) = —o0
(ver imagem abaixo) € necessario
conhecer e  aplicar técnicas oo se a>0 —o se a>0
especificas e teoremas de apoio que | ax(+=) :{ ax(—xo) ={
permitam o respetivo célculo. —0 se a<0 +o se a<0
Indeterminagdes 100 x[(+00) = 40 E—O E_OO
o0 a
+00 — o0 0x o0 —0 ) X (—00 ) =400 4
o X(+OO — 6:oo sea#0
o0 0
o0 0
1" 0° 0"
*k * sk
oy - . Financiado pela = -—
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Em termos (muito) gerais podemos “resumir” o processo para o calculo de limite, quando
se pretende analisar o comportamento da fungao quando a variavel independente x

se aproxima de um determinado valor a.
Nota: Este esquema foi adaptado de https://pt.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-limits-new/ab-1-7/a/limit-strategies-flow-chart

Calculodo lim f(x)
r—ra

- Substituicdo direta

Tente calcular aimagem diretamente:

o
l

y
flay=% 1. fa)=b 3 f(a)=7

em que b é diferente de zero em que b & um numero real

o Forma
Limite encontrado indeterminada
(provavelmente) .
exemplo:
exemplo: exemplo: 9
1 im > — 27 2
lim =+ lim 2 =(3%=9 z——-11x2 —-2r—3
N x—l r—3

“Técnicas” para levantamento de indeterminac&o: |

= & Decomposi¢doem fatores (numerador e denominador)
*  Multiplicagdo pelo conjugado
" Regrade L'Hopital (derivadas)

No entanto, quando x—+w ou X— —w, este esquema (substituicdo direta) podera
conduzir a indeterminacdes diferentes cujo levantamento recorre as técnicas acima
assinaladas, bem como a outras...

. Xlirpw (x2 —2x) =
. XIirpgo(x2 —2x): ......

= lim (Jﬁ-&): ......

X—>+00

Exemplos
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Continuidade de uma Funcao

Intuitivamente, uma funcdo é continua se a sua representacdo geométrica ndo

apresentar “saltos” ou “interrupgdes”.

(A8

&

Definigcao
Uma funcdo f é continua em a (a € R) se se verificarem as seguintes condigdes:
(1) aeD, (f(a) esta definida )

(2) lim f(x) existe (e é finito)
X—a

(3) lim f(x)=f(a)

X—a

Observacoes

Se uma (ou mais) das condicdes da definicdo n&o for(em) verificada(s), diz-se que f é

descontinua em a.

= A fungao f(x):i1 , hdo é continua no ponto de abcissa ......... uma vez que
ndo esta definida nesse ponto - falha a 12 condicdo (ver imagem (A).
1 X
* A fungdo g(x)= (3) =x=1 , cujo grafico se encontra representado na
-2 «<x=1
. imagem (B) ndo é continua em x=....... , apesar de ai estar definida (h(...):—2)
o
a e - B _
5 e de existir lem h(x). Neste caso temos: XILmh(x)— ...... #h(...)=-2.
X
1] e : ™
(A) o B R L (B)
ﬁu"‘i\ : q ) 2 1 . 1 2 3 A
*‘k-
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Proposicao

Sef eg sdo fungdes continuas em a (aeR)entdo também o sdo as fungdes:

f+g f-g f.o f desde que g(a)=0
g

Seguem-se dois resultados que nos parecem intuitivos no que as fungdes continuas diz
respeito, que poderao ser Uteis no futuro. O teorema diz-nos que uma fungdo continua
nao passa de um valor para outro sem assumir todos os valores intermédios, pelo menos
uma vez. O corolario diz-nos que uma fungao que passa de um valor positivo para um
negativo (ou vice-versa) tem que, obrigatoriamente, passar por zero, pelo menos uma

VezZ.

1 Teorema de Bolzano-Cauchy

Se f é continua num intervalo fechado[a,b] e se

k € um nimero entre f(a) e f(b), entdo existe

pelo menos um x e[a,b] tal que f(x)=k.

A interpretacdao geométrica deste teorema pode ser

vista na figura ao lado.
Como consequéncia deste teorema podemos ainda enunciar o seguinte:

[0 Corolario de Bolzano-Cauchy

Se f é continua num intervalo fechado[a,b] e se f(a) e f(b) tém sinais
contrarios, entdo existe pelo menos um zero da fungao em ]a,b[, isto &, existe pelo

menos um solugdo para a equagdo f(x)=0.

@ Qbservacoes
Usando o corolario do teorema, ndao se consegue calcular o zero nem provar que ele é
unico, apenas podemos afirmar que ele existe. Note que, se a fungao nado for continua,

estes resultados ndo tém qualquer utilidade.
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» Considere a fungdo f(x)=x"-2"+5 . A equagdo f(x)=>5 tem pelo menos uma
solucao no intervalo [1,3], [o70] o [ 1= R Esta fungao tem pelo

menos um zero no intervalo [5,6], POrque ...........ccccocceovnecieeinneennee.

Voltando a continuidade, em termos gerais, responda as seguintes questdes,
assinalando, em cada caso, as afirmacdes corretas.
* Considere a funcao f , cujo grafico se y

encontra representado na imagem ao lado.
lim f(z)e lim f(z) existem

r—2+ r—2
lim f(zx) existe

z—2

h é definidaemz = —2

fédeﬁnidaema::2 ettt ——t——>
98765432 1123456789
(o] f écontinuaemz = 2 ;
-4+
-5+
) T
[°) . ~ . - Y
o | "Considere a fungao h, cujo grafico se 4~
E : ol v=ne)
o encontra representado na imagem ao lado. 81
w o]
(2] liII‘.JJ h(z)e lilrs h(z) existem | 54
r——27 T—+—2 I ol
lim h(z) existe I 31
T—— | 2l
| /14
b —

98 765-43% Li1234567809

[e] hécontinuaemz = —2
| 2T
E Nenhuma das anteriores -3
o
Y
I
94
= Considere a fungdo g, cujo grafico se o1
y = glz)

6+
encontra representado na imagem ao lado. 54
4+
(2] lim g(z)e lim g(z) existem 31
T —4+ z——4 24
14

limg(:c)existe - ————+— ———t—t———+—+>

r——4 -5 -4 -3 -2 + 2345673839

21
[c] gédefinidaema = —4 34
44
(o] gécontinuaemaz = —4 5
-6+
E] Nenhuma das anteriores :;

Nota: Exemplos adaptados de https://pt.khanacademy.org/math/calculus-all-old/limits-and-continuity-calc/continuity-at-a-point-calc/e/analyze-continuity-at-a-
point-graphically
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1

= Considere a fungdo f :R\{0} » R definida por f(x)= k+e* x>0 5nde

(2+x)(2-x),x<0

k € uma constante real. Calcule:

o lim f(x)
X—>—00
o lim f(x)
X—>+00
o lim f(x)
x—0"
o lim f(x)
x—0"
® o O valor de k para o qual a fungao f continua em zero.
0
z k
5 ] N o In(2+—j X >1
X | Considere a fungdo g:R\{l} >R definida por g(x)= X , onde k
1-x*,x<1
€ uma constante real. Calcule:
o lim g(x)
X—>—00
o lim g(x)
X—>+00
o lim g(x)
x—1"
o lim g(x)
X—1"

o O valor de k para o qual a fungdo g é “prolongavel por continuidade” em zero.

Assintotas e a sua relacdo com a nocao de Limite

Definigcao

Diz-se que os graficos de duas fungoes reais f e g sao assintotas em +w ou —oose

Assim, em particular, uma reta de equacao y = m.x+b, com m,b IR (eq. reduzida) é

uma reta assintota ao grafico de uma funcdo f se Ilim (f (x) —m.X — b) =0
x—(%)o0
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Entdo, para obter a inclinacao (declive) m da reta, temos da relagao anterior, dividindo

(%) b o [ f(x)
por X, Iim | —~*-m-—|=0,istoé, m= [im |——=| uma vez que, quando
x—>(£)o| X X x—>(£)o| X

X — (J_r)oo se tem 9 — 0. Neste caso pode-se dizer que o grafico de f possui uma
X

inclinagdo assintotica de declive m.
Para obter a ordenada na origem, b, basta calcular o limite da diferencga f(x)— m.x,

quando X —» (J_r)oo. Entdo a reta de equacao y = m.x + b é uma reta assintota ao grafico

de f, se for possivel determinar os valores de:

m=lim (MJ e b= Jim (f(x)-mx)

x—>(£)o| X X—>(%)o0

@ QObservacoes

®» Se [/im [f (x)] =a, a €IR, entdo o grafico representativo da fungao possui uma

x—(£)
) . . . (x) a
assintota horizontal de equacdo y = a lim = — =0=>m=0].
x—>(£)o| X lim X
X—>(%)o0

®» Os limites quando Xx—>+ow ou Xx—>-oo devem ser analisados com cuidado,
verificando se, eventualmente, podem ser diferentes - o comportamento assintotico
da fungado pode ser diferente nestes dois casos. Quando ndo ha duvidas, estes podem
ser calculados em “simultédneo”.

Referimos aqui, as retas horizontais e obliquas assintotas ao grafico de uma fungao, nao
estando em analise as retas verticais que ndo correspondem a representacao geométrica

de qualquer funcdo. No entanto, podemos definir:

Definigao

Uma reta vertical de equagdao x =a, com a IR é uma reta assintota ao grafico de

uma fungdo f se quando x — a se tem que f (x) - (+)o

< Qbservacoes
Note-se que, a curva representativa de uma funcdo real f sé admite uma assintota

vertical de equagdo x=a se a¢ D; e Ilim [f (x)] = (). Usualmente, estes pontos
X—a

sao referidos como pontos de descontinuidade infinita.
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2
- . ~ - 2X° + X
= O grafico representativo da funcao definida por f (x) = 1 apresenta uma
X +
assintota obligua, cujo declive é: Ty
0.
f(x ]
m= [lim ()zlim—= ......... ]
X—>to X X—>+o0 |
5.
A ordenada na origem desta reta é: ]
b= lim [f(x)-mx]= lim ............ \{/
X—>Fo0 X—>to0 _10_5 ,"""5'""1'0
Entdo a reta de equUag8o .....ccccoccveueane. é uma
assintota ndo vertical ao gréafico desta funcao, /is
que possui ainda uma assintota vertical de
equacao  ..eeeeeeene. uma vez gue
im f (X) = (i)oo.
X—>...0
0
S
2 2
g = O grafico representativo da funcdo definida por f(x) = il apresenta uma
X +
i
assintota horizontal de equagdo y=..... porque, quando X — (i)oo, f(x) —> 0 ou
f(x
calculando, m= [im L= im ——=.........
X—>too X X—>t00

Logo, a ordenada na origem seria:

b= lim [f(x)—mXJz lim v, , dai

X—>to0 X—>t00

a equacdo da assintota y=......

De modo analogo ao exemplo anterior, esta

curva tem uma assintota vertical de equacdo

X=eerns (uma vez que quando X —......

f(x) > (£)o). *‘:
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