	

			



I - INTEGRAIS INDEFINIDOS

[bookmark: _Toc129585007][bookmark: _Toc129585198][bookmark: _Toc130027102]PRIMITIVAÇÃO


	Dada uma função f , real, de variável real x, definida num intervalo [a,b], se se pretender determinar, caso exista, a expressão da função derivada de f,  f ’(x) , basta derivar-se a função. A derivação é assim, nesta fase, uma operação que faz parte dos conhecimentos matemáticos adquiridos.
	Consideremos, agora, o problema inverso:

Sendo f uma função real de variável real, definida num dado intervalo, pretende calcular-se, caso exista, nesse intervalo, uma função F, na mesma variável, cuja derivada seja f.

	Falamos aqui de uma nova operação ( operação inversa da derivação ), que se chama Primitivação. Podemos assim escrever:


      
       			f(x)			  F(x)       

 		        
onde  F’(x) = f(x)  ou  P[f(x)] = F(x)
	
À função F, assim definida, chama-se primitiva de f e à função f , como é sabido, chama-se derivada de F. Temos então:


[bookmark: _lig1][bookmark: _Toc129585008]DEFINIÇÃO


      Diz-se que a função F é uma primitiva da função real f, definida no intervalo [a,b], se e só se, em todo o ponto do intervalo considerado se tiver: 
F’(x) = f(x)      P[f(x)] = F(x)



	Tal operação, a primitivação, nem sempre é possível e quando o é, é indeterminada, ou seja, uma função definida num dado intervalo, que admita uma primitiva admite também uma infinidade de primitivas.

	Vejamos, por exemplo, a função
 f(x) = 2x 
cujo o domínio é . 
Uma primitiva de f  é , como é fácil ver, 
F1(x) = x2 
pois  F’1(x) = 2x = f(x), logo, por definição, F1(x)  é uma primitiva de f. No entanto, para além deste primitiva, f admite muitas mais primitivas. Por exemplo: 
F2(x) = x2 +5 
F3(x) = x2 – ½ , etc.

	Assim, generalizando podemos dizer que toda a função do tipo  
F(x) = x2 + C
onde C é uma constante arbitrária, é uma primitiva de f, uma vez que, sendo
F(x) = x2 + C 
então 


 =  (x2 + C) = 2x + 0 = 2x = f(x)
Aproximando o princípio do fim dos cálculos, tem-se: 

F(x) = f(x) 
ou seja, por definição F é uma primitiva de f.


	Conclui-se então que, se f admite, num dado intervalo [a,b], uma primitiva F1, admite, nesse intervalo uma infinidade de primitivas F tais que :
			F(x) = F1(x) + C  

Isto é, serão primitivas de f todas as funções que diferem entre si de uma constante, com efeito:


[bookmark: _lig2][bookmark: _Toc129585009]TEOREMA

   Sejam F1 e F2 duas primitivas de uma dada função f definida no intervalo [a,b].
Então  F1 e F2  diferem entre si de uma constante. Simbolicamente:

	      



Demonstração:

	Consideremos a derivada da diferença   F1(x) – F2(x)  então



 [F1(x) – F2(x)]  =  F1(x) – F2 (x) 
uma vez que a derivada de uma diferença é igual à diferença das derivadas. 
Por outro lado, por hipótese tem-se que:


F1(x) = f(x)   F2 (x) = f(x)
Assim:


			F1(x) – F2 (x)  = f(x) – f(x) = 0  

Pode-se então escrever: 

 [F1(x) – F2(x)]  = 0 
donde se concluí que  
F1(x) – F2(x) = C 
e portanto, tem-se que  F1  e  F2 diferem entre si de uma constante C.
c.q.d



[bookmark: _Toc129585010][bookmark: _Toc129585199][bookmark: _Toc130027103]NOÇÃO  DE  INTEGRAL  INDEFINIDO  E  SUAS  PROPRIEDADES


[bookmark: _lig3][bookmark: _Toc129585011]DEFINIÇÃO


               Chama-se Integral Indefinido de uma função f, ao conjunto de todas as  suas

primitivas  e  representa-se por [footnoteRef:1]. Tem-se então:  [1:  O adjectivo  “indefinido” é usado quando se lê  f(x)dx  ( integral indefinido da função f(x) ), porque, como f(x)dx = F(x) + C , o 2º membro da igualdade não é uma função definida mas sim uma família de funções. A utilização o símbolo  dx, quer na derivação quer na integração, d/dx(exp)  e   (exp)dx, serve para identificar a variável independente sobre a qual se vai derivar ou integrar.] 

  Diferencial
Sinal de
Integral



	 
           Função Integranda   Primitiva



Pelo que foi dito e definido até aqui, não se poderia prosseguir com o estudo sem que antes se referisse o seguinte:


A derivada de   é  f(x), ou seja, 

 = f(x)  (h1)
o que equivale a dizer que a derivada de uma qualquer primitiva de f é f.

Por outro lado, recorrendo do mesmo modo à definição pode escrever-se: 

O integral da derivada de f  é  f(x) + C, ou seja, 

 = f(x) + C, 
onde C é uma constante arbitrária, o mesmo é dizer: o integral da derivada de f, é igual a f a menos de uma constante.

Esta particularidade permite reflectir e perceber que:

A integração é a operação inversa da derivação à direita, sendo-o também,  à esquerda, a menos de uma constante.

[bookmark: _GoBack]
[bookmark: _Toc129585012][bookmark: _Toc129585200]Propriedades


P1	O integral indefinido da soma algébrica de duas ou mais funções, sejam k (kI), é igual à soma algébrica dos integrais de cada uma das funções parcelas. 

Simbolicamente:

		


Demonstração:

	Derivando ambos os membros da igualdade, em ordem a x, tem-se:
1º membro: 

 

2º membro:

 Regra de derivação
de uma soma



          

Como as expressões das derivadas de ambos os membros da igualdade inicial são iguais, pode concluir-se que a igualdade é, portanto, verdadeira. Assim:

									     
     c.q.d.


P2	O integral indefinido do produto de uma constante real e arbitrária, k , por uma função é igual ao produto dessa constante  k , pelo integral indefinido da função.
 
Simbolicamente:       



Demonstração:

Utilizando o mesmo processo da demonstração da propriedade anterior, derivando em ordem a x, ambos os membros desta igualdade:


1º membro: 	


2º membro: 	Regra de derivação
de um produto



São portanto iguais, as funções derivadas dos dois membros da igualdade, logo a igualdade verifica-se.
c.q.d.




[bookmark: _Toc129585013][bookmark: _Toc129585201][bookmark: _Toc130027104]


INTERPRETAÇÃO  GEOMÉTRICA  E  SOLUÇÕES PARTICULARES

Dada uma função f definida num intervalo, os gráficos das suas primitivas, caso existam, constituem uma família de curvas cuja representação geométrica mostra que se passa de uma para a outra através de translações verticais. Estas curvas designam-se por curvas integrais de f.

[bookmark: ligação2]Tome-se, por exemplo, a função atrás considerada:    f(x) = 2x 	(h2)
Assim: 
f :                              
       x                   2x



Uma das suas primitivas é a função: 
     	F1(x) = x2  
Então o integral indefinido de f  são todas as funções do tipo:   
F(x) = F1(x) + C   
assim teremos a família das curvas integrais de f dadas por:
F :                       
       x               x2 + C



onde  C é uma constante arbitrária.

Assim, os gráficos das primitivas de f  são translações verticais umas das outras como se pode constatar na figura seguinte.
[image: ]
		                   Fig.1  Curvas Integrais da função f(x) = 2x



Já vimos que a equação   tem muitas (infinitas) soluções e que cada solução difere das outras de uma constante, no entanto, em muitas aplicações da integração, dispomos de informação suficiente para determinar uma solução particular. Para tal basta conhecermos o valor de F(x) para algum valor de x. Esta informação designa-se por condição inicial. Por exemplo: 

Na figura 1 há apenas uma curva que passa pelo ponto (1,5). Para determinarmos esta curva basta utilizarmos a informação disponível, assim:

	F(x) = x2 + C 			Solução geral
	F(1)=5			Condição inicial

Substituindo esta condição inicial na solução geral, verificamos que:
		F(1) = 12 + C = 1 + C =5
o que implica que   C = 4 
Assim, a solução particular procurada é:
		F(x) = x2 + 4 			Solução particular
(h3)  
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