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Este método é utilizado na integração de funções racionais fracionárias, uma vez que, se se tratar de uma função racional inteira, esta é de integração imediata, pois trata-se de uma função polinomial.

DEFINIÇÃO

Por função racional fracionária, ou fração racional, entende-se ser qualquer expressão da forma:

		  
onde  P(x)  e  Q(x) são polinómios em x.
Tal fração diz-se regular se o grau do polinómio numerador, P(x), for menor que o grau do polinómio denominador, Q(x), caso contrário diz-se irregular. 


É ainda de salientar que toda a fração irregular se pode transformar na soma de um polinómio com uma fração racional regular, bastando efetuar a divisão inteira entre os dois polinómios que permitirá obter, pela Identidade Fundamental da Divisão a seguinte igualdade:

  
onde q(x) é o polinómio quociente e R(x) o polinómio resto[footnoteRef:1]. Desta forma basta restringir o estudo a funções racionais regulares. [1:  q(x) é um polinómio, logo de integração imediata  e R(x)/Q(x) é uma fração regular, uma vez que o polinómio resto tem grau menor que o polinómio divisor, Q(x). Assim, a fracção irregular P(x)/Q(x) pode-se sempre decompor numa soma deste tipo] 


	Considere-se, então, a fração 


Pretende-se calcular o seu integral sabendo que se trata de uma fração regular. Primeiramente deve-se fatorizar o polinómio que se encontra em denominador, Q(x), para que, em seguida, se possa decompor a fração em frações ou elementos simples. Esta decomposição baseia-se nos seguintes teoremas:

TEOREMA

    Toda a função polinomial da forma:   

 
pode ser escrita como um produto da forma[footnoteRef:2] : [2:  Nesta expressão, factores idênticos foram considerados conjuntamente, portanto, todos os fatores da forma   e   serão distintos. Supõe-se ainda que os factores quadráticos,  , não podem ser mais fatorizados, isto é,  . Se assim não fosse, então também cada um deles se poderia decompor em dois factores lineares do tipo: ] 




onde  


TEOREMA	


		Considere-se uma fração racional   

onde    
com  n < m.   Pelo teorema anterior:


então,  podemos escrever a fração dada na forma:


++

+ +

+ 

Esta expressão é usualmente designada por decomposição em fracções simples  da  fração  .

Nesta fase podem surgir três situações distintas que dependem da factorização obtida do polinómio denominador, Q(x):
 
1ª Situação:	Q(x) admite somente zeros reais distintos


Supondo que Q(x) é um polinómio de grau n e sendo 1 , 2 , ... , n os seus n zeros[footnoteRef:3] reais pode-se escrever[footnoteRef:4]: [3:  O número de zeros de Q(x) será igual ao seu grau uma vez que Q(x) admite apenas zeros reais simples.]  [4:  A constante a é o coeficiente do termo de grau n de Q(x).
] 



			

Esta situação é a mais simples pois a fração obtida pode ser expressa numa soma de tantas frações simples quantas o grau de Q(x). Os numeradores destas frações parcelas são constantes reais que se têm que determinar, e os sucessivos denominadores são cada um dos fatores em que se decompôs Q(x), isto é:


      e 


     

onde Ai , i = 1,2,...,n, são constantes reais que se determinam pelo Método dos Coeficientes Indeterminados

	Após a determinação destas constantes a resolução do integral pretendido reduzir-se-á ao cálculo de integrais imediatos do tipo:



Exemplo:


Temos, então

		
Pelo método dos coeficientes indeterminados obtém-se:
		A = - 1   e   B = 2 
Assim, o integral vem:



____________________________


2ª Situação:	Q(x) é totalmente decomponível em   IR, admitindo somente um zero real


Supondo que Q(x) é um polinómio de grau p que admite  como zero real de multiplicidade p, tem-se então[footnoteRef:5]: [5:  a é o coeficiente do termo de grau p do polinómio Q(x). Note-se ainda que p >1 uma vez que se p = 1 estar-se ia perante um integral imediato, e se p < 1 não se estaria perante uma fracção.] 



			
	Neste caso a fração que se pretende decompor em frações simples é decomposta numa soma de tantas parcelas quantas o grau de multiplicidade do zero do polinómio Q(x). Cada uma destas parcelas terá, como numerador, uma constante real e os denominadores são, em todas elas, potências de expressões do tipo ( x -  ), onde o primeiro expoente é p e os restantes, em cada uma das frações, vão decrescendo de uma unidade de tal modo que a última fração parcela tenha como denominador apenas a expressão ( x -  ). Assim:



onde Ai , i = 1,2,...,p, são constantes reais que se determinam pelo Método dos Coeficientes Indeterminados
	Após a determinação destas constantes, obter-se-ão integrais imediatos do tipo:



, para 1< i  p
______________________
Exemplo:


Temos, então

		
Pelo método dos coeficientes indeterminados obtém-se:
		A = 1 ;  B = 0 ; C = 0 ; D = 1 
Assim, o integral vem:


_________________________


3ª Situação:	Q(x) não admite zeros reais, isto é, Q(x) tem apenas duas raízes imaginárias, conjugadas, múltiplas

Supondo que Q(x) é um polinómio de grau 2.q que não admite raízes reais e que apenas admite duas raízes complexas conjugadas, então:



  , onde 

	Neste caso tal fração decompõe-se numa soma de q parcelas (frações simples), onde os numeradores de todas elas são da forma ( A.x + B ) (polinómio do 1º grau), e os respetivos denominadores são expressões do tipo  ( x2 + b.x + c ) elevadas a diferentes expoentes que, sendo o primeiro igual  a q, os restantes vão decrescendo de uma unidade, de tal modo que a última fração simples tenha, como denominador, ( x2 + b.x + c ), isto é: 



   	

os coeficientes Ai , Bi , i = 1,2,...,q, são calculados pelo Método dos Coeficientes Indeterminados. 

Obter-se-ão integrais da forma:


,	 trata-se de um integral que, após se separar em dois tem resolução imediata, acabando por obter-se, regra geral, a soma de um logaritmo com um arco-tangente.


,  para 1< i  q , trata-se quase sempre de um integral de resolução trabalhosa onde é necessário recorrer à integração por partes, acabando por obter-se a soma de uma potência com um arco-          -tangente.
_____________________________
Exemplo:


Temos, então

		
Pelo método dos coeficientes indeterminados obtém-se:

	A = 1 ;  B = 0 ; C = 0 ; D = 0 ; E = -1 ; F = -1

Assim, o integral vem:



__________________________

As três situações que foram apresentadas separadamente podem, como é óbvio, surgir conjuntamente:

=


++




___________________________
Exemplo:




Temos, então

		

Pelo método dos coeficientes indeterminados obtém-se:

	A = 1 ;  B = 1 ; C = 0 ; D = 4 ; E = - 2 

Assim, o integral vem:



	

					


___________________________________

Resumindo, para calcular um integral do tipo , onde P(x) e Q(x) são polinómios, em x, de coeficientes reais, procedemos do seguinte modo:

I. Se grau(P(x)) > grau(Q(x))  efetua-se a divisão e tem-se:

    onde grau(R(x)) < grau(Q(x))  

II. Fatoriza-se o polinómio  Q(x).
[bookmark: _GoBack]
III. 
Decompõem-se   em frações simples (M. dos coeficientes indeterminados).


IV. O integral dado pode agora escrever-se como a soma de vários integrais do tipo:


(h5)



Será ainda de referir que, ao integrar funções racionais devemo-nos lembrar que algumas podem ser integradas sem recorrer à decomposição. Seguem-se alguns exemplos:

______________________________

Ex1	

Ex2	

Ex3	

Ex4	
________________________
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