Problema: Trobeu la solucié general del sistema d’EDOs (lineals a coeficients constants)

' =2x —2y+ 2z
Y = —x+3y —2z+e*
2 = 2w 44y — 3z + e,

(on o' =dzx/dt, v = dy/dt, 2/ = dz/dt).

El sistema el podem escriure com X' = A X + f, on

x z 2 -2 2 0
X=Xt)=|y |, X =X't)=|y |, A=]| -1 3 2|, f=Fft)=| ¥
z z' -2 4 =3 e?t
Calculem el polinomi caracteristic de A (= solucions caracteristiques i multiplicitats):
2—-X -2 2 1—-X 1-2X 0 1-Xx 0
paN) =| -1 3-x —2 |[TEPL 1 3-n o 2= 1 4o
—2 4 =3-A —2 6

-2 4 -3-A

— (1) 4? N I O R N N R CRRRILDY

-2
-3-A

( * : el determinant d’ordre 2 val (4—A)(=3—-A)+12=X2-A—-12+12=XA2 - A=) (A—1))

Llavors, a partir de pa(A\) =0:
Solucions caracteristiques ‘ Multiplicitats
A =0€eR mo =1

Com veiem, A té 2 solucions caracteristiques diferents, que sén reals. Per veure si és 0 no
diagonalitzable en R, hem de comparar dimV4(A1) = dim Ker(A — X1 I3) amb m; =2 (ja
sabem que dimV4(A2) = dim Ker(A — Xy I3) = ma = 1, en ser la multiplicitat igual a 1):

A =1:
1 -2 2 o [1 -2 2
A-Iy=| -1 2 —2 | 2HRE2L 10 o 0] =0, mef derang1
2 4 4 0 0 0

= A és diagonalitzable en R.

Per tant: dim Ker(A—1I3)=3—-1=2=my

Trobem ara 2 vectors linealment independents pertanyents a Ker (A — I3) (formaran les dues
primeres columnes d’una matriu invertible P que intervé en la diagonalitzacié de A). A partir

de la darrera m.e.f. trobada (£2;):

1 -2 2 a 0
0O 0 O b|1=10 = a—204+2¢c=0 = a=2b—2c
0 0 0 0



Per tant els vectors de Ker(A — I3) sén del tipus (2b — 2¢,b,¢) = b(2,1,0) + ¢(—2,0,1)
d’on trobem els vectors o) = (2,1,0), o = (—2,0,1) (del Ker (A — I3)). Estudiem ara la
solucié caracteristica Ay = 0.

A =0:
202 2y 2 (1/2) 10 172
A0 L=A =| -1 3 —2 | WEANLEL AN Lo WAL Nl g 1 /9 | = q,
-2 4 =3 0 0 0
que és m.e.f. Llavors:
10 1/2 a 0
01 —-1/2 b|=1]0 = a=—¢/2,b=c¢/2 = vectors de Ker(A)
0 0 0 c 0 son del tipus

¢ c c
S Ce) =5(-1,1,2
( 27 267 C) 2( Y Y ) Y
d’on trobem el vector U3 = (—1,1,2) (del Ker (A4)).

Posant per columnes els vectors ¥, ¥, U3 obtenim la matriu P (invertible):

2 -2 -1
P=|1 0 1|,
0 1 2
que compleix:
[1 0 0
P1'AP=|0 1 0| =D (matriu diagonal)
| 0 0 0
-1 3 =27
Icomque P7'=| -2 4 —3 | (com s’obté facilment) ja podem calcular la matriu expo-
1 -2 2 |
nencial (notem, % = 1):
[2 —2 -1 et 0 0 -1 3 =2
eh=PeP P =11 0 1 0 e 0 -2 4 -3 |=
0 1 2 0 0 1 1 -2 2
2 -2 -1 1 0 0 0 0 0 -1 3 =2
=11 0 1 e |01 0|+]0O00 -2 4 =3 |=
0 1 2 0 00 0 0 1 1 -2 2
2 -2 -1 1 00 -1 3 =2 2 -2 -1 000 -1 3 =2
=et|1 0 1 010 -2 4 =3|+|1 0 1 000 -2 4 -3
0 1 2 0 00 1 -2 2 0 1 2 0 0 1 1 -2 2
2 -2 2 -1 2 =2
= ¢t -1 3 -2 |+ 1 -2 2
-2 4 -3 —4 4




Per a trobar la solucié general del sistema aplicarem la férmula de Lagrange

Ch t
X(t)y=e | & | + / =94 f(s) ds, VCi, Cy, C3€R
Cs to

(on prendrem ¢y = 0, que és el valor que es pren habitualment). Primer de tot, calculem la

matriu a integrar:

2 =2 2 -1 2 =2
A fs) = [ e | -1 3 2|4+ 1 -2 2 e |1 | =
-2 4 -3 -4 4 1
2 =2 2 0 -1 2 =2
= cle%e? 1 3 =2 1| +e* 1 -2 2 1| =
-2 4 -3 1 2 -4 4 1
0 0 0
=l e* 1| +e* 0| =¢ e 1
1 0 1

Llavors, tenint present que

t t
/ el efds=e' / efds=e [ef]) = (e —1) =e* —¢':
0 0

¢ 0 0
/ e(t=9)4 f(s)ds=(e?*—et) | 1 | =] e*—¢
0 1 621& _ et

2 -2 2 -1 2 =2 o 0
Xty =€ | -1 3 2|+ 1 -2 2 Cy | + | e¥—et |, VO, Cy, C3€R,
- -2 4 -3 2 —4 4 Cs et — et

que també podem expressar com:

z(t) = (=1 +2e)C + (2 — 2e4)Co + (=2 + 2€')C3
y(t) = (1 — e)C + (=24 3e')Cy + (2 — 2¢!)C3 4 e* — ¢
2(t) = (2 — 2e1)Cy + (—4 + 4et)Co + (4 — 3et)C3 + €2t — ¢t

, VCi, Co, C3€R




